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Resumen

Se estudia la relacion entre el fracaso del proyecto logicista (Frege-Russell) y las
pretensiones de una reduccion analiticista de las matematicas. Se pasa recuento a una
serie de sentidos de la nocion de analiticidad a partir de una sistematizacion de la
misma realizada por Hintikka. Una valoracion de la distincion en su relacion con la
Filosofia de las Matematicas se intenta, en busca de sugerir un camino metodologico
en la comprension de lo sintético en la teoria del conocimiento.

Cuando Russell encuentra una paradoja en los Grundgesetze der Arithmetik de Frege,
este dltimo todavia pensaba que una fundamentacion logicista de la aritmética era posible.
De hecho, intent6 un camino de solucién que, sin embargo, algin tiempo después se
demostraria invélido'. En los primeros afios de este siglo todavia era posible pensar en la
reduccion logicista como factible. Russell traté de conjurar las paradojas a través de la
teoria de tipos y Principia Matematica representa el mas importante intento practico y
técnico por acufiar positivamente esa reduccién. Sin embargo, aparte de otras
consideraciones de caracter epistemologico y Ontolégico que no se pueden evadir en
relacién con el logicismo?, la introduccién de axiomas no légicos en la reduccion logicista
era la evidencia segura del fracaso de sus pretensiones filosoficas. No es extrafio entonces
que sea el formalismo hilbertiano, con otro punto de partida que acepta esos axiomas y
otros entes no logicos mientras se mantenga la “consistencia” logica y formal, el que tome
las iniciativas y ocupe el ‘espacio filosé6fico” después de la salida a flote de las dificultades
del logicismo. (Aunque para hacerle justicia a Hilbert, sus ideas se incubaban desde hacia
algunos afios). Incluso el intuicionismo, cuyas “peculiaridades” matematicas® lo hacian
poco atractivo para la mayoria de matematicos, empezd a ser considerado como una
perspectiva fundacional durante algun tiempo. En los afios posteriores a 1930, con los
devastadores resultados de Godel* para el logicismo (y también el mismo formalismo) la
reduccion logicista Frege-Russell habia topado con fronteras insalvables.

Las reducciones logicistas de Frege-Russell eran también reducciones “analiticas” de
la aritmética o de las Matematicas en general, redefiniendo las nociones clasicas de
analiticidad. Para Frege, analitico equivale a derivable l6gicamente®. Y para Russell las
caracteristicas l6gico-matematicas debian encontrar- se en la reformulacién de lo
“analitico”®. De hecho el proyecto logicista desperté la ilusién de aportar una clara
demostracién de la analiticidad de las matematicas, al mismo tiempo que aseguraba la
certeza del edificio conceptual mateméatico. El logicismo parecia la estocada definitiva
sobre el cuerpo de la filosofia kantiana herido por las geometrias no euclideas. La “nueva
matematica” era inaprehensible por lo “sintético a priori”, la “intuicion” habia sido
desterrada. Con Frege esto solo se cumplia para la aritmética, pero con Russell y
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Whitehead, con algunos procedimientos “sencillos”, toda la matematica era “liberada”. La
matematica aparecia separada de lo sensible y de cualquier referencia a lo “espacio-
temporal’, aunque estas fuesen apenas inofensivas categorias innatas y subjetivas.

El fracaso del logicismo en sus dos principales etapas fue un duro golpe para la vision
analiticista. A partir del fracaso del reduccionismo logicista se hizo dificil sostener ese
punto de vista. Para Putnam y Beracerraf para empezar, no esta claro que Kant haya sido
refutado y se haya demostrado por la via logicista la analiticidad de las matematicas’.
Segtin ellos el logicismo parte de una serie de condicionales muy grandes para poder
pretender esa demostracién®,

En 1918, Russell pensaba que era necesario hacer una reformulacion de la nocién de
analitico, la derivabilidad a partir de la ley de no contradiccion no parecia ser muy
adecuada. Russell buscaba con la redefinicion de una nocién resolver un problema tan
importante teéricamente como el de la naturaleza de las matematicas.

Segun Godel hay, sin embargo, que tener cuidado con la definicién de analitico para
precisar hasta donde el logicismo ha avanzado. Si analitico se refiere a’:

...el sentido puramente formal de que los términos que aparecen en ellos
pueden definirse (ya sea explicitamente o mediante reglas para eliminarlos de
las sentencias que los contengan) de modo que los axiomas y teoremas se
conviertan en casos especiales de la ley de identidad y las proposiciones
refutables en negaciones de esta ley. En este sentido incluso la teoria de los
nimeros naturales es demostrablemente no analitica en el supuesto de que se
exija que las reglas de eliminacién s6lo permitan efectuar la eliminacién de un
nimero finito de pasos en cada caso.

Ahora bien, el asunto no es tan claro si analitico se refiere a que':

...una proposicion (...) es valida ‘en virtud del significado de los conceptos
que en ellas aparecen’, donde este significado quizd pueda ser indefinible (es
decir, irreducible a algo mas fundamental).

Termina Godel*':

Parece que todos los axiomas de Principia, en su primera edicion (excepto el
axioma de infinitud), son analiticos en este sentido seglin ciertas
interpretaciones de los términos primitivos, a saber, si el término “funcién
predicativa” se reemplaza por “clase” (en el sentido extensional) o por
“concepto” (omitiendo el axioma de eleccién), pues nada puede expresar mejor
el significado del término “clase” que el axioma de las clases y el axioma de
eleccion y, puesto que, por otro lado, el significado del término “concepto”
parece implicar que cada funcién proposicional define un concepto.

Para Godel parece entonces que se trata también de obtener una redefinicién
adecuada de la nocion de analitico. Cabria no obstante observar que las excepciones a las
que se refiere Godel arriba (axiomas de infinitud y eleccién) son precisamente de axiomas
de existencia; algunos de aquellos que socavan el edificio logicista. Los problemas no se
pueden reducir, entonces, a falta de claridad en las nociones logicistas de clase o



concepto’, el cuestionamiento a la reduccién analitica de la matemadtica es el que estd
presente.

El fracaso del proyecto de la analiticidad de las matematicas no solo no es aceptado
por todos, sino que ha sido redefinido en multiples ocasiones y su bandera levantada hasta
en los tiempos mas recientes. Para Ayer, en su Lenguaje, Verdad y Logica, las cosas estan
claras: auin si la reduccion logicista de las matematicas (via teoria de clases) no es posible
sigue siendo cierto que las proposiciones de la matematica son proposiciones analiticas®.
Para Ayer la matematica es analitica, no dice nada acerca del mundo. La definicién de
analitico que ofrece es aparentemente una reformulacién particular de la kantiana (aceptada
en general por el positivismo l6gico). Ya hablaremos mas de eso.

La discusién sobre lo analitico y sintético ha sido constante en la filosofia moderna.
Se puede aceptar la distincion o rechazarla. En el primer caso se puede reformular su
definicion a partir de problemas descubiertos posteriormente. Ya vimos el planteamiento de
Ayer. Pap, en su Teoria analitica del conocimiento, dice que el problema de la definicion
kantiana es que, el caracter contradictorio de la negacién de una frase analitica no siempre
puede conocerse inmediatamente'. Para Quine en “Dos dogmas del empirismo”; un
enunciado es analitico cuando es verdadero por virtud de significaciones o
independientemente de los hechos'™. A partir de esta redefinicién de la nocién kantiana pasa
a concretar el término “significacién”. Esto lo hace a través del proceso de analisis del
concepto “sinonimia” que se refiere al uso de sinénimos en oraciones del tipo “ningin
soltero es casado”, usualmente consideradas analiticas, aparte de las del tipo “todo soltero
es soltero”. Quine concluye que la nociéon de “sinonimia” no satisface en cuanto a la
analiticidad supuesta de las primeras oraciones. Es decir: por la via de la significacién la
nocion de analitico no resulta. A partir de aqui expresa las conclusiones centrales de este
articulo'®:

...se presenta fa tentacién de suponer que la verdad de un enunciado es algo
analizable en una componente lingiiistica y una componente factica. Dada esta
suposicion, parece a continuacion razonable que en algunos enunciados la
componente factica se considere nula; y estos son los enunciados analiticos.
Pero por razonable que sea todo eso a prior4 sigue sin trazarse una linea
separatoria entre enunciados analiticos y enunciados sintéticos. La conviccion
de que esa linea debe ser trazada es un dogma nada empirico de los empiristas,
un metafisico articulo de fe.

Se trata entonces de un rechazo de la diferenciacion. Quine va a cambiar de opinion
afos después.

Resulta tal vez conveniente sistematizar aqui el sentido de la nocién de analiticidad,
puesto que diferentes sentidos implican diferentes usos de la distincion y diferentes
conclusiones teoréticas. Una excelente sistematizacion es recogida por Jakko Hintikka en
su libro Logica, juegos de lenguaje e Informacién. Para éste se han usado cuatro sentidos
basicos de esta nocion'’:

I. Las verdades analiticas son verdaderas en virtud solamente de los significados de
los términos que contienen (verdad analitica como verdad conceptual) (...).

II. Un paso de argumento (valido) es analitico si la conclusién es una subo racion de
una de las premisas (...).

III. Un paso de argumento (valido) es analitico si no introduce nuevos individuos en



la discusién (...).

IV. Un paso de argumento (valido) es analitico si la informacion transmitida por la
conclusion no es mayor que la informacién transmitida por las premisas (verdad analitica
como verdad tautolégica)

A su vez cada uno de estos sentidos posee diferentes variantes.

Para Hintikka, el primer sentido no es satisfactorio. Las proposiciones de la logica
dedntica y la 16gica epistémica (en su opinion analitica) quedarian por fuera'® asi como que,
afirma también, ésta restringe inadecuadamente la nocion de “concepto” al de “concepto
general”". Sefiala, por dltimo, que es un sentido alejado del que usé el mismo Kant. Para
evidenciar eso, recuerda que los juicios sintéticos a priori son una parte decisiva de la
epistemologia kantiana, y que con la reduccion “verdad conceptual verdad analitica”, estos
desaparecerian simplemente.

Una buena parte de los fil6sofos contempordneos ha usado el sentido 1, o una
combinacion de los sentidos 1 y I'V. La realidad es que toda esta distincién (y a pesar de las
importantes implicaciones generales filoséficas que tenga) ha girado en torno al caracter y
naturaleza de las matematicas (ontoldgica y epistemologicamente). Ya sea que se afirme un
racionalismo platonista o un empirismo logico la aproximacion a las matematicas ha
tendido a considerarlas como proposiciones que no informan nada sobre el mundo material
y que sus verdades se aprehenden estrictamente a través de la mente. En el logicismo, el
concepto de analiticidad es una clasica variante del sentido I (asume simplemente que las
proposiciones de la logica y sus aplicaciones son analiticas: la reduccion logicista es, por
definicion, analiticista).

Segun Hintikka, la posicion de Kant sobre las matematicas era acertada,
perfectamente reintegrable en el mundo actual de la 16gica, y su sentido de analiticidad se
encontraria en algin lugar entre los sentidos III y IV mencionados®.

Kant pensaba que lo esencial de las proposiciones de las matematicas era la
introduccion de construcciones (modelo obtenido de la geometria). Esto es lo que haria a
sus juicios sintéticos. Estas construcciones son la exhibicién a priori de intuiciones
correspondientes al concepto de juego. Una intuicion es para Kant la representacion de un
individuo (en matematicas, por ejemplo, de un concepto individual como un tridngulo)*.
Para dicho autor, un paso de argumento (valido) seria sintético si introduce nuevos
individuos.

Para Kant, la naturaleza de las matematicas era especial, no podian sus verdades ser
comprendidas por una mera inspeccién mental ni por una mera cadena légica. La prueba
logica de un resultado matematico no era su esencia. Todo un proceso mental constructivo
previo era lo que le daba su auténtica realidad. Es esto lo que estaba presente en el sustrato
de la distincién kantiana. Una reformulacion de la misma debe, entonces, valorarse a partir
de su fuerza explicativa en el terreno que intelectualmente le dio origen. Es decir, una
reformulacién de la distincién deberia ser capaz de generar una mejor comprensién del
caracter y naturaleza de las matematicas en particular.

Si las matematicas se consideran analiticas en el sentido 1, proposiciones triviales de
la l6gica y proposiciones complejas de la topologia o el analisis diferencial estarian en el
mismo estrato, digamosle, epistemoldgico. Es claro que este sentido, como el sentido IV, a
pesar de la “belleza” de la reduccion radical, no provee una vision que realmente
especifique o concretice lo que es o lo que no es la matematica. Decir que no brinda
informacion del mundo real, o decir que solo basta la mera comprension (sea esta cual sea)
para aprehender sus verdades, no pareciera enriquecer nuestra aproximacion teérica. Por lo



menos en Kant, la nocion de “sintético a priori” expresa ya una distincion, un nivel de
especificidad, un nudo de realidad diferente en la esencia de las matematicas. A veces el
reduccionismo (ontolégico y epistemolégico) provoca obstaculos tedricos para la
comprension de la infinita diversidad de lo real.

En efecto, la esencia de las matemadticas no es la prueba formal (necesaria por
diferentes razones) ni las cadenas (formalizadas, axiomatizadas, o no) légicas. Afirmo, al
igual que Kant e Hintikka, el caracter sintético de las matematicas (en general) en sentido
III. Es decir, la necesidad de hacer intervenir procesos constructivos en donde nuevos
“individuos” aparecen en el camino. En matematicas se debe ir mas alla de las premisas.
Como dice Hintikka el que no logremos percibir directamente las conclusiones de un
argumento logico en las premisas no se debe simplemente a cualesquiera obstaculos que
puedan nublar nuestra vision mental. Puede ser, en efecto, el reclamo de un proceso de
construccion mental indispensable.

El sentido “conceptual” de la analiticidad encierra problemas adicionales a los
mencionados. Como sugiere el razonamiento de Quine (en el articulo citado), siempre es
posible hacer ajustes en el sistema conceptual escogido para obtener que una proposicion
sea analitica (es decir por virtud de los conceptos involucrados). Se puede hablar como
Barker (en su Philosophy of mathematics) de un “contexto abierto de lenguaje”; o pedir
para su validez, como Alan Pasch, que la distincion se haga en el contexto de un lenguaje
artificial.

Se puede preguntar ;en qué momento los conceptos involucrados hacen analitica una
proposicién y cuando los mismos la hacen sintética (o mejor viceversa)? ;Cuando la verdad
de una oracion se deriva de la estructura (momentanea) del lenguaje, o cudndo no? En todo
este territorio, sin embargo, donde no dejan de darse interesantes implicaciones filoséficas,
una compleja componente de convencionalismo esta presente. Este no pareciera ser, en mi
opinion, el signo teorético mas alentador para seguir por este derrotero. Admito una
profunda desconfianza en el convencionalismo.

El conocimiento “interesante” es el sintético (y en esto Kant no se equivocaba).
Aunque presente en el sistema del conocimiento cientifico lo analitico no es esencial (en el
sentido III). Lo “sintético” realmente expresa el caracter edificante de la construccion
mental, la fuerza de la mente en el proceso cognitivo. Esto no es, sin embargo, para
apuntalar una visién apriorista. Todo lo contrario. Creo, de una u otra forma, que la
“construccion a priori de conocimiento” esta sumergida en la totalidad de un proceso que
exige el contacto sensorial con la realidad independiente del sujeto. Que lo sintético a
priori, para referirnos asi a la amplisima diversidad de lo constructivo intelectual, puede
resultar ser la mejor clave para la comprension del conocimiento en general. El
conocimiento es fusién de la accion del sujeto y la del objeto de manera concreta y precisa.
La construccion mental (mejor dicho: los diferentes tipos de construccién mental), que en
buena parte se puede apreciar en la introduccion de “individuos”, se concatena con el
influjo de lo sensorial-empirico Las diferentes ciencias (o “pedazos” particulares de ellas)
implican diferentes y determinadas formas en las que la mencionada “fusién” epistémica se
da. La estructura del

Conocimiento deberia buscarse en el entramado complejo de estas condiciones. La
nocion de “sintético”, entonces, en estos términos abarcaria el territorio general del
conocimiento.

Para Kant las matematicas eran conocimiento a priori. Su posicion era racionalista y
apriorista. Esto establecio limites a una comprension mas adecuada de las matematicas, de



lo “sintético” y del conocimiento general. Yo afirmo la intervencion de la construccion y de
la Intuicion en las matematicas, pero esta intuicién posee un caracter sensorial preciso, y
esta construccion descansa en una base material. Las matematicas y el conocimiento
general son el resultado de un complejo proceso de interrelaciones entre el sujeto y el
objeto epistémicos, en el que ambos juegan papeles activos. En este terreno, para ir mas
lejos, la distincién a priori —a posteriori concebida en términos tradicionales me resulta
insuficiente (poco util y dindmica); y la posibilidad del conocimiento a priori aparece
entonces como un error de método.

El fracaso de la reduccién logicista de las matematicas supuso un fracaso de la
pretension analiticista en las mismas. Si bien lo abortado solo fue un proyecto especifico de
reduccion logicista, igualmente solo fue abortado un proyecto especifico de analiticismo en
las matematicas Lo que estaria por verse es cual fue el impacto histérico del fracaso del
logicismo en los fundamentos filosoficos de aquellas aproximaciones tedricas que han
afirmado la reduccién analiticista. Aqui habria que decir que: a pesar de este tipo de
fracasos teoréticos, (y aun mas: de aquellos como el que implican los resultados de Godel
de los treinta para el racionalismo y el apriorismo), la filosofia contemporanea de las
matematicas ha sido incapaz de alejarse de la inercia de las ideas y opiniones tradicionales.
Una buena dosis de audacia intelectual y renovacién conceptual requiere la actual reflexion
sobre las matematicas.
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